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Testy korelacji i modele regresji sa bardzo czegsto wykorzystywanymi narzedziami w analizie
zaleznos$ci migedzy zmiennymi. Korelacja pozwala oceni¢ sit¢ 1 kierunek powigzan migdzy
dwiema zmiennymi, co ma istotne znaczenie w badaniach obserwacyjnych, takich jak zwigzek
migdzy parametrami klinicznymi a wynikami leczenia. Modele regresji, z kolei, umozliwiajg
bardziej zaawansowang analiz¢, w tym przewidywanie wynikéw na podstawie zestawu
zmiennych. W praktyce medycznej 1 badaniach naukowych umiejetnos¢ korzystania z tych
narzedzi jest bardzo wazna poniewaz pozwala na formulowanie hipotez oraz podejmowanie
decyzji diagnostycznych i terapeutycznych opartych na danych.
1. Testy korelacji
a) Wspdlczynnik korelacji Pearsona — mierzy zalezno$¢ liniowg miedzy dwiema zmiennymi
liczbowymi; zaktada normalno$¢ rozktadu.
e w jezyku R: cor() lub cor.test(x, y, method="pearson")
e w Excelu =PEARSON(tab]1,tab2)
e w Excelu =corr(tablica) liczy macierz korelacji - dla wigcej niz 2 zmiennych
b) Korelacja Spearmana — test nieparametryczny, stosowany do badania monotonicznych
zalezno$ci migdzy zmiennymi, szczegdlnie gdy dane nie sa normalnie roztozone.
e wjezyku R: cor.test(x, y, method = "spearman")

Ograniczenia interpretacji:

e Korelacja Pearsona mierzy tylko liniowy zwigzek migdzy zmiennymi. Jesli
zwigzek nie jest liniowy, wynik moze by¢ zanizony lub wprowadza¢ w btad.

e Korelacja Spearmana jest bardziej odporna na odstajace obserwacje i lepiej mierzy
zaleznos$ci nieliniowe niz korelacja Pearsona, ale nie méwi nic o doktadnej formie
tej zaleznosci (np. liniowej czy nieliniowej).

Wzor na statystyke t-Studenta dla korelacji Pearsona (do policzenia p-value):

n—2

L=
1— 72

gdzie:

e rto wspolczynnik korelacji Pearsona.

e nto liczba obserwacji (rozmiar proby).
Po obliczeniu wartosci t, uzyj funkcji liczacej dwustronny rozklad t Studenta (w Excelu
ROZKL.T.DS) dla obliczenia dwustronnej p-wartosci. Wynik tej funkcji to p-wartos¢ dla
hipotezy zerowej, ze korelacja w populacji wynosi 0 (brak korelacji). P-value < 0.05 mowi, ze
odrzucamy HO, wigc ze korelacja jest istotna statystycznie.

2. Modele regres;ji

Analiza regresji to metoda statystyczna, ktéra pozwala zrozumie¢ zaleznosci migdzy
zmiennymi. Najczesciej analizowana jest regresja liniowa, w ktérej staramy si¢ opisac
zalezno$¢ liniowg migdzy zmienng niezalezng (np. wiekiem pacjentoéw) a zmienng zalezng (np.
ci$nieniem krwi).
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e Regresja liniowa (w jezyku R: Im()) — stosowana do modelowania zaleznos$ci liniowych
miedzy zmienng zalezng a jedng lub wigkszg liczbg zmiennych niezaleznych.

e Regresja logistyczna (w jezyku R: glm(family = binomial)) — uzywana do
przewidywania zmiennej binarnej na podstawie jednej lub wielu zmiennych
niezaleznych.

e Regresja wielokrotna — rozbudowa regresji liniowej dla wielu zmiennych
objasniajacych; w jezyku R analizowana za pomoca Im().

Aby oceni¢ jako$¢ dopasowania oblicza si¢ wspotczynnik determinacji R%. Jest to miara, ktora
mowi, jaka cze§¢ wariancji zmiennej zaleznej jest wyjasniona przez model regresji. Innymi
stowy, mowi jak dobrze zmienne niezalezne (np. wiek, styl Zycia) wyjasniaja zmienno$¢
zmiennej zaleznej (np. ci$nienia krwi).
Zakres warto$ci R? miesci si¢ w przedziale od 0 do 1.

« R?=0: Model nie wyjasnia zadnej wariancji w danych.

« R?=1: Model doskonale wyjasnia cala wariancje w danych.
Warto$é R? bliska 1 oznacza, ze model dobrze dopasowuje si¢ do danych i wyjasnia duza cze$é
zmienno$ci zmiennej zalezne;.

3. Korelacja vs kowariancja.

Kowariancja 1 korelacja to dwie miary statystyczne opisujace zalezno$¢ migdzy dwiema
zmiennymi. Chociaz sg ze sobg powiazane, r6znig si¢ w interpretacji, skali i zastosowaniu.
Kowariancja mierzy kierunek i site¢ zwigzku liniowego migedzy dwiema zmiennymi. Mowi, czy
warto$ci jednej zmiennej, X, rosng (lub malejg) w sposob systematyczny wraz ze wzrostem
(lub spadkiem) wartosci drugiej zmiennej, Y. Gdy kowariancja jest bliska 0 to jest brak
systematycznego zwigzku miedzy zmiennymi.

i (X - X)(Yi-Y)
n—1

Kowariancja (X,Y) =

Kowariancja zalezy od jednostek miary zmiennych, co utrudnia poréwnywanie jej migdzy
roznymi zestawami danych. Np. kowariancja miedzy wzrostem (w cm) a waga (w kg) ma inne
warto$ci niz miedzy wzrostem (w m) a wagg (w kg).

Korelacja mierzy sil¢ i kierunek zwigzku liniowego mi¢dzy dwiema zmiennymi, podobnie jak
kowariancja, ale dodatkowo jest znormalizowana. Dzigki temu przyjmuje wartoSci w
ustalonym zakresie od -1 do 1, co czyni ja bardziej uniwersalng. Im blizej wartosci 1 lub -1,
tym silniejszy jest zwigzek.

Kowariancja (X, Y)
r =

0x ' 0y
gdzie ox 1 oy to odchylenia standardowe zmiennych X 1Y.

Kiedy uzywamy kowariancji?

e Zrozumienie kierunku zalezno$ci: Kowariancja wskazuje, czy zmienne s3 dodatnio
(gdy wartosci jednej zmiennej rosng, druga tez ro$nie) czy ujemnie (gdy jedna rosnie,
druga maleje) skorelowane.

e W analizach wstgpnych: Uzywana do podstawowej oceny wspotzaleznosci zmiennych
przed normalizacjg danych.
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e W algorytmach statystycznych: Kowariancja jest kluczowa w macierzy kowariancji,
ktora opisuje wspolzmiennos¢ wielu zmiennych jednoczesnie (np. w analizie PCA -
analizy gtownych sktadowych).

e Brak potrzeby standaryzacji: Uzywana, gdy roznice w jednostkach miary miedzy
zmiennymi sg istotne, np. jesli chcemy zobaczy¢ rzeczywiste warto$ci zmiennosci.

Przyktad zastosowania: Chcesz zobaczy¢, jak liczba godzin nauki zmienia si¢ wraz z liczba
zdobytych punktow na egzaminie, a skala jednostek nie przeszkadza.

Kiedy uzywamy korelacji?

o Pordwnanie sity zalezno$ci: Korelacja jest znormalizowang wersja kowariancji, dzigki
czemu przyjmuje wartosci w zakresie od -1 do 1. Uzywana do oceny, jak silnie i w jakim
kierunku dwie zmienne sg skorelowane.

e Poréwnanie zmiennych w réznych jednostkach: Gdy zmienne majg rézne jednostki
miary lub rézne zakresy, korelacja pozwala na poréwnanie ich zaleznosci w sposéb
bezwymiarowy.

e W praktyce: Czesciej uzywana, poniewaz jej interpretacja jest prostsza i bardziej
intuicyjna (np. "silna dodatnia korelacja").

e Do budowy modeli: Uzywana w analizie regresji 1 do oceny, ktére zmienne sg istotnie
powigzane.

Przyktad zastosowania: jesli chcemy sprawdzi¢, czy istnieje zalezno$¢ miedzy temperaturg a
sprzedazg lodow, ale te zmienne majg rozne jednostki (stopnie Celsjusza i liczba sprzedanych
sztuk).

Cel

Celem ¢wiczenia jest zrozumienie podstawowych poje¢ zwigzanych z korelacja i regresja,
takich jak wspolczynnik korelacji, warto$é p, czy wspolczynnik determinacji R2. Studenci
nabedg praktyczne umiejetnosci w przeprowadzaniu testow korelacji 1 budowaniu modeli
regresji liniowej za pomocg wybranego oprogramowania statystycznego (np. Excel, R). Nauczg
si¢ jak interpretowa¢ wyniki analiz w konteks$cie medycznym. Celem jest rowniez rozwinigcie
krytycznego myslenia poprzez ocen¢ poprawnosci zastosowania metod statystycznych i ich
ograniczen w analizach medycznych.

Przebieg ¢wiczenia

Pobierz plik dane cwll.xlsx (link poda prowadzacy), zawierajagcy dane: wiek, BMI,
cholesterol oraz cis$nienie, na ktérych wykonasz nastgpujace ¢wiczenia:

1. Obliczenie wspodtczynnika korelacji w Excelu

Otworz plik dane _cw11.xIsx.

e Oblicz wspolczynnik korelacji migdzy BMI a cholesterolem. W tym celu zaznacz pusta
komorke 1 wpisz formule:
=PEARSON(zakres1; zakres2)
gdzie zakresl to zakres danych pierwszej zmiennej (np. B2:B21), a zakres2 to zakres
danych drugiej zmiennej (np. C2:C21).

e Oblicz p-value dla wspotczynnika korelacji. W tym celu najpierw policz warto$¢ t w
nastepujacy sposob:



2.
a)

b)
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=G5*PIERWIASTEK((ILE.NIEPUSTYCH(B2:B21)-2)/(1-G5"2))

Uwaga: zaktadam, ze w komorce G5 policzono wspotczynnik korelacji - dostosuj ten
adres komorki do swojego pliku.

Nastepnie policz p-value ze wzoru:
=ROZKL.T.DS(MODUL.LICZBY(G6);ILE.NIEPUSTYCH(B2:B21)-2)

Uwaga: zaktadam, ze w komorce G6 policzono wartos$¢ t z poprzedniego polecenia
Zinterpretuj wynik.

e Oblicz wspotczynnik korelacji dla reszty zmiennych — stwdrz w tym celu macierz

korelacji:

— w Office 0365 za pomocg formuty: =CORR(A2:E21)

— w innych wersjach Excela za pomoca pakietu Analysis ToolPak (Dane-
>Analiza danych->Korelacja). Zaznacz wszystkie kolumny (wraz z
nagtowkami), migedzy ktorymi chcesz policzy¢ koleracje. Zaznacz tez ,, Tytuty
W pierwszym wierszu”.

Migdzy ktérymi zmiennymi jest najmniejsza a mi¢dzy ktérymi najwigksza korelacja?

Wykres punktowy z linig trendu w Excelu

Linia trendu

Zaznacz dane dwoch wybranych zmiennych (np. BMI i Cholesterol). Stworz wykres
punktowy (Wstawianie -> Wykresy -> Wykres punktowy (XY)).

Kliknij prawym przyciskiem myszy na punkty wykresu i wybierz ,,Dodaj lini¢ trendu”.
Zanim zaakceptujesz zaznacz ,,wyswietl rownanie na wykresie” oraz ,,wyswietl wartosci
R-kwadrat na wykresie”.

Zinterpretuj wynik.

Regresja liniowa w Analysis ToolPak

Przejdz do zaktadki Dane 1 wybierz Analiza danych->Regresja

Wprowadz: zmienng zalezng Y (poziom cholesterolu), zmienng niezalezng X (BMI).
Zaznacz ,,zakres wyjSciowy” 1 wybierz miejsce w arkuszu, gdzie majg pojawic si¢ wyniki.
Dodatkowo zaznacz ,skladniki resztowe” oraz ,rozklad prawdopodobienstwa
normalnego”.

Odczytaj wspotczynniki modelu, R?, oraz wartos$¢ p (p-value) dla zmiennych.

Poréwnaj otrzymane wyniki z tymi z poprzedniego punktu ¢wiczenia. Zauwaz, ze:

— Wielokrotno$¢ R = wspotczynnik korelacji

— R kwadrat = wspotczynnik determinacji, ktory informuje, jaka cz¢$¢ wariancji
zmiennej zaleznej (Y) jest wyjasniona przez zmienne niezalezne (X). Czyli jesli R
wynosi 0,80, oznacza to, ze 80% zmienno$ci zmiennej zaleznej jest wyjasnione przez
model regresji. Pozostate 20% to btedy losowe.

— Dopasowany R kwadrat = Skorygowany wspotczynnik determinacji, ktory uwzglednia
liczbe zmiennych w modelu. Jest uzyteczny przy poréwnywaniu modeli z r6zng liczba
zmiennych.

— Blad standardowy = to miara rozrzutu punktéw wokot linii regresji. Mowi, jak bardzo
prognozy modelu rdznig si¢ od rzeczywistych wartosci.

— t Stat = wartos¢ statystyki t-Studenta dla korelacji Pearsona (do policzenia istotno$ci)

— Przedziaty ufnosci dla kazdego wspolczynnika regresji = wskazujg zakres wartosci, w
ktérym z okreslong pewnoscig (zwykle 95%) znajduje si¢ prawdziwy wspotczynnik w
populacji. Jesli przedzial utnosci dla wspoétczynnika nie zawiera zera, oznacza to, ze
wspotczynnik jest statystycznie istotny.
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— Skfadniki resztowe (residuals) to roznice migdzy obserwowanymi a przewidywanymi
wartosciami zmiennej zaleznej (Y) w wyniku analizy regresji. Mowiag one, jak dobrze
model dopasowuje si¢ do danych. Male reszty wskazuja, ze model dobrze dopasowuje
si¢ do danych.

Wyniki reszt mogg by¢ uzywane do:
» Wykrywania punktow odstajacych — wartos$ci resztowe, ktore sg znacznie wigksze
niz pozostale, moga wskazywac¢ na warto$ci odstajace w danych.
» Weryfikacji zatozen modelu — jesli reszty majg rozktad normalny, oznacza to, ze
spelnione sg zatozenia regresji, takie jak normalno$¢ btedow.

e Rozklad prawdopodobienstwa normalnego = W kontekscie analizy regresji,
rozmieszczenie prawdopodobienstwa normalnego odnosi si¢ do rozktadu reszt (btedoéw)
w modelu regresji. W regresji liniowej zaktada sie, ze wartosci resztowe posiadaja
rozktad normalny. Wykres rozktadu prawdopodobienstwa normalnego pozwala na
szybka wizualng oceng¢ zgodnosci reszt zrozkladem normalnym (wykres
skumulowany). Jesli nie posiadajg one rozktadu normalnego, to nastgpiag odstepstwa od
linii prostej. Na tym wykresie ujawnig si¢ rowniez obserwacje odstajace (nietypowe).

3. Formatowanie warunkowe w Excelu

Policz ci$nienie tetna (réznica miedzy cisnieniem skurczowym a rozkurczowym) i uzyj
formatowania warunkowego (Narzedzia glowne->Style->Formatowanie warunkowe) zeby
wyr6zni¢ niebezpieczne dla zdrowia wartosci (czyli takie gdzie ci$nienie t¢tna < 25 oraz >
60).

4. Obliczenie wspotczynnika korelacji w jezyku R

Przygotuj dane wejsciowe korzystajac z pliku dane cwll1.xlsx oraz na przyktad z konwertera
tablic online: https://tableconvert.com/excel-to-rdataframe (pamigtaj aby kopiowaé dane z
Excela w czarne pole w konwerterze).

Dane powinny by¢ przygotowane w nastepujacej formie (zwro¢ uwage na modyfikacje nazw
kolumn aby nie zawieraly polskich literek oraz spacji):

dane <- data.frame(

Wiek = ¢("32", "45", "28", "53", "40", "38", "55", "60", "29", "47", "35", "52", "43", "50",
"62", "37", "48", "41", "59", "46"),

BMI = ¢("22,1", "25,3", "19,8", "30,5", "27,2", "21,5", "34", "29,1", "20,4", "26,2", "23,7",
"28,5","24,8", "31,2", "33,5", "22,9", "27,8", "25", "29,9", "30,3"),

Cholesterol = c¢("225", "233", "178", "305", "275", "195", "340", "291", "204", "274", "234",
"275", "249", "300", "322", "229", "278", "250", "297", "296"),

Cisnienie_skurczowe = c("120", "130", "118", "140", "135", "122", "150", "145", "125",
"130", "127", "138", "130", "142", "148", "123", "142", "131", "144", "140"),

Cisnienie rozkurczowe = c("80", "85", "78", "90", "88", "82", "95", "92", "80", "87", "84",
"90", "86", "89", "94", "81", "88", "85", "91", "89")

)
dane$Wiek <- as.numeric(gsub(",", ".", dane$Wick))
dane$BMI <- as.numeric(gsub(",", ".", dane$BMI))

dane$Cholesterol <- as.numeric(gsub(",", ".", dane$Cholesterol))

nmn onnn

dane$Cisnienie skurczowe <- as.numeric(gsub(",", ".", dane$Cisnienie skurczowe))
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dane$Cisnienie rozkurczowe <- as.numeric(gsub(",", ".", dane$Cisnienie rozkurczowe))
print(dane)

Przyktadowy kompilator online j¢zyka R: https://rdrr.io/snippets/

a) Policz wspotczynnik korelacji miegdzy BMI oraz cholesterolem:
cor(dane$BMI, dane$Cholesterol)

b) Test istotnosci korelacji:
cor.test(dane$BMI, dane$Cholesterol)

c) Wykres punktowy:
plot(dane$BMI, dane$Cholesterol, main="Zaleznosc BMI od cholesterolu",

xlab="BMI", ylab="Poziom cholesterolu", pch=19)

abline(Im(Cholesterol ~ BMI, data=dane), col="blue")

5. Budowa modelu regresji liniowej w jezyku R

d) Zbuduj model regresji:
model <- Im(Cholesterol ~ BMI, data=dane)
summary(model)

e) Predykcja nowych wartos$ci:
nowe dane <- data.frame(BMI = c¢(23, 28, 33))
predict(model, newdata=nowe dane)

f) Wykres diagnostyczny:
par(mfrow=c(2, 2))
plot(model)

Poréwnaj otrzymane wyniki z tymi uzyskanymi z Excela.

6. Analiza zaleznos$ci miedzy BMI a ci$nieniem skurczowym

W celu utrwalenia umieje¢tnosci wykonaj powyzsze analizy dla drugiego przyktadu: zalezno$ci
BMI oraz ci$nienia skurczowego. Skorzystaj z Excela (pakiet Analysis ToolPak) lub jezyka R.

7. Analiza logistyczna

Pracujesz jako analityk danych medycznych. Otrzymate§ dane od lekarza badajacego wptyw
BMI oraz wieku pacjentéw na ryzyko wystapienia nadci$nienia tgtniczego. Twoim zadaniem
jest opracowanie modelu, ktory oszacuje prawdopodobienstwo wystgpienia nadci§nienia.
Dane wejsciowe beda na podstawie pliku dane cw11.xlsx.

a) Przygotuj tabele z nastepujgcymi zmiennymi:

o Wiek (lata)

e BMI (kg/m?)

e Nadci$nienie: binarna zmienna zalezna (0 lub FALSZ = brak nadci$nienia, 1 lub
PRAWDA = wystegpuje nadcis$nienie). Okresl, czy pacjent ma nadci$nienie zgodnie z
kryteriami, ze nadci$nienie wystepuje gdy: cisnienie skurczowe > 140 mmHg lub
ci$nienie rozkurczowe > 90 mmHg. Formuta do sprawdzenia nadci$nienia powinna
wygladaé tak: =JEZELI(LUB(D2>=140;E2>=90);1;0), gdzie D2 to pole zawierajace
ci$nienie skurczowe a E2 rozkurczowe.
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b) Oszacuj prawdopodobienstwo wystapienia nadci$nienia .
W Excelu nie ma wbudowanego narzedzia do regresji logistycznej,
ale mozna jg wykona¢ za pomoca dodatku Solver.

e Dodaj nowa kolumn¢ Prawdopodobienstwo (np. w kolumnie D), w
ktorej oszacujesz prawdopodobienstwo wystgpienia nadci$nienia
dla kazdego wiersza na podstawie modelu regresji logistyczne;.
Wprowadz formuie:
=1/(1+EXP(-(SH$1 + $SH$2*A2 + $H$3*B2)))
gdzie:

- HI1 to wyraz wolny,
- H2 to wspdlczynnik dla Wiek,
- H3 to wspotczynnik dla BMI.
Przyktadowy wyglad arkusza:

H osci
[ BY &
wklejania

P [ &4

Wklej spedjalnie...

N O ——

D2 v [ ﬁt =1/(1+EXP(-($H$1 + $H$2*A2 + $H$3*B2)))
A B c D E F G H
1 Wiek| BMI [zy nadci$nienie a 0
2 32 22,1 0 0.5' b 0
3 45 253 0 0,5 € 0
4 28 19,8 0 0,5
5 53 30,5 0 0.5
6 40 272 0 0,5

¢) Dodaj kolumn¢ Log-Likelihood (np. w kolumnie E), aby obliczy¢ miar¢ dopasowania
modelu. Wprowadz formute:
=C2*LN(D2) + (1-C2)*LN(1-D2)
gdzie C2 to zmienna zalezna (Nadci$nienie), a D2 to prawdopodobienstwo z modelu.
Policz sume¢ Log-Likelihood, np w komoérce E22:
=SUMA(E2:E21)

Otworz Solver (Dane > Solver).
Skonfiguruj Solver:
- Maksymalizuj
- Komorka celu: suma kolumny Log-Likelihood (np. komoérka E22 zawierajaca sume
catej kolumny E).
- Przez zmienianie komorek zmiennych: komoérki H1:H3.
- Ograniczenia: Brak
Kliknij ,,Rozwigz” i zapisz wyniki.

d) Za pomocg modelu policz prawdopodobienstwo ze osoba, ktéra ma 28 lat i BMI 28,3 ma
nadci$nienie. W tym celu wykorzystaj wzor na prawdopodobienstwo (kolumna D) ze
znalezionymi przez Solver parametrami a,b,c (np. dostaw na koncu wiersz z podanym
wiekiem 1 BMI).



